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一一�

�� �一 �时代表偶次反射
,

】� �� 一 �时代表奇次反射
。

作用矩阵 � 也代表了棱镜静态时的物象

共扼关系
,

即
� 一 。时 � � 一 � � 式 S 一 E 代入 (1 )得

A ‘
~ A

. ‘

}

。
_ 。 一 R A (2)

棱镜位于会聚光路中时
,

只需在(1) 式的物像矢量中减去坐 际原点的位移即可
〔2] ,

此处不赘述
。

以下为线性变换中两个常用到的公式
:

B = R Bo
,

( 3 )

S R ~ R S

、
( 4 )

式中
:B 和 Bo

,

分别为同一矢量在物
、

像坐标系下的两种形式
;S 和 So. 分别为同一旋转矩阵在

物
、

像坐标系下的两种形式
。

2 棱镜的动态成像

2. 1 大角度转动

由(l)式

A .‘ 一 SR S
一‘

A 一 S (R S
一 ‘

R
一 ’

) ( R A ) 一 S 〔R S
一 ’

( P
, a

) R
一‘

〕(RA )

将
a
表示为像坐标系(汉了犷z’) 中的量

,

则
a 一士 可

, “

+

”

号时
,

像系为右手系
,

对应棱镜为偶

次反射
, “
一

”

号时
,

像系为左手系
,

对应奇次反射
。

再根据(2 )(3) 式可得 P 一 Po
, ’

代上式得

A , ,
一 S [R S

一‘
(尸

。 ,
’ ,

士 匆 )R
一 ’

〕A
,

利用 (4) 式

A , ‘
二 55 一 ‘

( P
‘ ,
士 a

)A
‘
= S ( P

, a
) S 〔P

‘ ,

一 (一 )
‘
a

〕A
,

( 5 )

该式清楚地表明了棱镜作定轴转动时像的运动可等效为
,

先绕 p 轴的像方向尸 转 干 a
,

之后再

绕 p 轴转
a
角

。

对于非定轴转动的情况
,

可将运动后的最终位置等效归结为绕某定轴转动的结

果
,

则处理方法即可同上
。

通常矩阵乘积的秩序不能变
,

这也说明了大角度转动时转轴 P 与 尸

不具有矢量迭加性
。

( 5) 式即为凌镜大角度转动定理的形式
,

l 为棱镜的反射次数
。

2. 2 微量转动

将 (1 一 l) 代入 (5) 式
,

因微量转动时
a
角很小

, s
in

a 、 a
,

1 一 co
sa
、 。,

则像的运动位移为
:

乙A ,
~ A

, , 一 A .‘
}一

。

二 (E + aP ) [E 一 (一 l)
‘

P

‘

〕A
‘
一 E A ‘

=
a

〔P 一 (一 1)
‘

P

‘

〕A
,

=
a

〔P 一 (一 l)
‘

P

‘

〕x A
,

~
a

〔P 一 (一 l)
‘

R P 〕只 A ,

~
a

[
E 一 (一 l)

‘

R 〕P X A
‘

( 6 )
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一 口 x AI

口= a[p 一 (一 一)
‘

尸
’

〕

~ a(E 一 (一 1)
‘

R ) P

称为微量转角矢量
,

表示像的转动方向和转角大小
。

该式亦称为棱镜微量转动定理
。

具体计算棱镜微量转动时
,

某方向物矢量 A 的像的运动用下式较为方便

△刃 一 弄lA 一 口Al

产 = “
( P R 一 R P ) ; 产‘

=
a
( P 一 R P R

一 ,
)

该式可由(1) 式
,

(1 一 l) 式略 矿 项推得
, 夕 ,

口称为偏转矩阵
。

( 7 一 1)

(7 一 2)

(7 一 3)

(7 一 4 )

3 棱镜运动的空间特征

棱镜运动时所成的像也运动
,

且绕不同的转轴运动
,

像的运动也不同
。

但不论陵镜的具体

结构形式怎样
,

有二个大角度方向是特别具有标志性的
。

一是特征方向
,

一个是最大值轴向
。

棱

镜绕其它方向运动时
,

像的运动状态都介乎于其间
。

特征方向 T

棱镜转动像不动所对应的转轴方向 T 称为特征方向
。

T 即为(7 一 2) 式为零时所对应的 P

.二 了

:

3.向

(E 一 (一 1)
‘

R ) T

( R 一 (一 1)
‘

E ) T

由线性代数知
,

( 8) 式刚好为矩阵 R 对应于特征道 义~

的特性向量
。

( 8 )

一 O

(一 l)
‘

的特征方程
,

则求 T 归结为求 R

T 虽然由微量转角矢量导出
,

然而它对应棱镜的一个大角度转动方向
。

这可由(5) 式来说

明
:

令 A一刃则
S (P

,
a

) S 〔P
‘ ,

一 (一 1 )
‘
a

〕一 E

=>
aP 一 (一 l )

‘
a
P

,
= 0

。
a
〔P 一 (一 l)

‘

P

‘
一 。 (9 )

冷
a
〔P 一 (一 l)

‘

P
‘

=
u

冷(R 一 (一 1)
‘
风五) T 一 0

3
.
2 最大值轴向 T

,

这也是棱镜的一个大角度方向
,

绕该方向转动时像的偏转比其它方向造成的偏转都大
,

为

Z a角
。

由(5) 式可见
,

像的运动为绕 Pl 轴和 p 的两次定轴转 动的合成
,

两次旋转的转角值相

同
,

若转轴方向也一致
,

则像的运动最大
,

为 S (P
,

Z
a)

,

于是推出

S (P
,

a

)
S

[
P
‘ ,

一 (一 l)
‘
a

〕= S (P
,

Z
a

)

冷
aP 一 (一 1)

‘“尸‘
= Z

a
P

冷
a(P 一 (一 1)

‘
+ ,

P
‘
一 0

冷P 一 (一 1)
‘
+ ,

P
,

= 0

”P 一 (一 1)
‘+ ,

R P ~ 〔E 一 (一 1 )
‘十 ,

R 〕P

令 P = T
,

则
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〔R 一 (一 1)
‘
+ ‘

E 〕T
.
一 0 (10 )

可见
,

T

二

为 R 的特征方程对应特征值 又一 (一 l)
‘十’

的特征向量
。

一般来说 T 对所有棱镜都存在且唯一 (除 R ~ 士E 的两种 陵镜外
,

这时空间任意方向都为

特征方 向)
,

而 T
.
并非所有棱镜都存在

,

但如果 几 存在
,

则 以 T 为法线平面内任意向量都为

T . 方向
。

下面证明
:

由于 T 与 T
,
为对应不同特征值的特征向量

,

由线性于忆数知
,

T 必与 T
,

垂直
。

棱镜作用矩

阵 R 为坐标基底转换矩 阵(见 l一 3 式)
,

为正交矩阵
。

正交矩阵总可以通过相似变换化为标准

形
,

三阶正交矩阵标准形共六种
:

(1)

l : )」
(2)
「毛

‘

:

1

咨
1
」

(4)
l:
1
咨厂磁巍翻

(3)
l)夕
1

(6)
「毛

’

:

:

;

」
一

二:刁COSQJ
对角线

卜

卜的元素对应 R 的特征值
,

( 5 )

、

( 6) 的方阵由一对复共扼特征值 又, ,

入
:
决定

。

现分

别讨论
:

a )设 R 与(1)(2)相似
。

对于 (1 )
, 又~ l 三重根

,

}
丑 }~ l 为偶次反射

,

最大值轴向对应 义=

( 一 1)
‘十’

~ 一 1
,

无解
,

故不存在最大值轴向
,

对于 (2) 讨论方法与上同样也无最大值轴向
。

由于

对应特征方向存在三重特征根
,

由线性代数理论知
,

特征方向为空间任意方向
。

这样的棱镜如

角镜
、

斜方棱镜等
。

b ) R 与(3)(4 )相似时
,

同时存在 又一 士 1 的特征值
,

其中有一个双重根
,

由(8) 式和 (10 )式

可发现
,

单根的对应特征方向
,

二重根的对应最大值轴向
。

对应 几的二重根特征方向的解向量

有二组
,

则最大值轴向为这两组解向量的线性组合
,

故最大道轴向在这两组解向量所决定的平

面内
,

反过来说该平面内的任意 向量都为最大值轴向
。

因 T土T
, ,

故 T 为该平面的法线方向
。

c
) R 与(5)(6)相似时

,

在实数范围内只存在唯一的特征 值
,

由(8) 式知该特征道对应特征

方向
。

T 和 T
,

是棱镜仅有的两个大角度转动方向
。

通常大角度时 aP 不是矢量
,

然而在这两种情

况下却可对 aP 与
a尸进行矢量叠加

。

其根本原因在于这时 P }{洲
,

于是分别绕这两个轴的旋转

就归结为绕一个轴的转动
。

3

.

3 极值轴向
,

沿某轴像偏转极值

最大值轴向T
.
并非所有棱镜都存在

。

然而微量转动时
,

像沿某一特定方向偏转所对应棱

镜转动的极值轴向总是存在的
。

设作用矩阵为
�lesleewewe.eeJaaaal气气阳|陌ILa

一一R

代入 (7 一 2) 式
,

为讨论方便取 R 为奇次反射(偶次反射结论同)
,

则
:

l + a
, :

) P
二

+
a , Z

P
,

+

a , 3
P

:

)

-

2 ,
P

,

+ ( 1 +

a 2 2

) P

,

+

a 2 3

P

二

3 ,
P

二

十 aa:P ,

+ ( 1 +
a 3 3

) P

二 -

( 1 1 )

汉卜陌
.
!山

a
一一

四四界
一一尸
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将 口向任意方 向 G 投影

厂
。s

创
}
Cos
竺}LCOSIJ

则得当棱镜绕 尸轴转动时
,

绕 G 向的像偏转值为

纯 = [夕
·

G 〕一 凡
eosa + 巧eos夕+ 从e o s y (1 2 )

式中
eosa , e o s 夕

,
e o s

y 为 G 的方向余弦
,

凡
,

巧
, 产

二

为 G 分别取 i
,

j

,
k 时所对应的像偏转值

,

分别

称 为绕 X 轴
、

Y 轴和 Z 轴的像偏转
。

当选定 G 向后
,

对应棱镜不同的转向P
,

像偏转纯 的值不同
。

对 应 纯取极大值的 P 向称为棱镜的极值轴向凡
,

纯的极大值称为像偏转极值晰
。

规定
:
当G 分

别取 i
,

j

,

k 向时对应的 p
,

分别用
u 、

u
、

。表示
,

对应产生的 如 分别用 凡
.‘ ,

巧
, ‘ ,

从
.‘
表示

。

将 (12) 式 纯 视为 尸
二 、

p

, 、

p

:

为变量的标量场
,

求其梯度
。

由梯度的意义知
,

它刚好描述了

标量场变化最大的数值和方向
。

于是有
:

凡一

箭
一

俞
〔‘、
一
+ ‘、一“+ “一7+ 〕 (13)

f(1
“

, _ 。
.

}

=

下不丁下 ( t
,

]
,

k ) }
a x Z

l “陶 ! }
L口x3

+
a : ,

)
e o s a

+
a 2 1 e o s

夕+
a3, e o s 尹

eo sa
+ ( 1 +

a :2) eo s夕+
a32eosy

eo sa + a
23eos

夕+ (1 +
a33)eosy-

纵 ~ }乙纯 } (14 )

当 G 取 i
,

j

,

k 向时由上两式得

l

丫2(l+
。 , ,

)

〔(1 +
a;,

) i
+

a : Z

j +
a , 3

k 〕

了2(1+
a22)

—
L(aZ, ) i

+ ( 1 +
a 2 2

) j +
a 2 3

k 〕 (13 一 1 )

[
a31
)s +

aaZ
j + (l +

a33k〕一一一产产产一一一

l

||悦l
.Ise|毛ee
、

一一一一一一
u.U口

r

les

J、
.wel.
|
.
|l
七

。

丫2(z+
。 , ,

)

。

丫
2(1+ 。:2

)

。

丫2(
l+ 。33

)

( 1 4 一 1)

设转轴 P 与
“ 、

u
、

。 的夹角为 哟
,

哟
,

临
,

因为

(u
. P )一eos沪

.

_ 、

1
尸

二
、 . ,

二
,

, 尸 一 二 _ 二 _
.

,

‘“
’

r ’一

万蔽布
L‘一 “’‘’‘十 “” , 十 “‘’‘」以

’

“十‘” , 十”
’
‘」

-

丁蒲蕊
〔“+

“11尸
·

十“ 12
p

·

+
“ 13

p
·

〕
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从COS脚。

= —尸扮

对 必
。、

必
.
亦有同样关系

,

则

(15)

同理
,

设 p 与 p
.
的夹角为六

,

则有(证明略)
:

片 = 纯从c o s
八

将(13)式中凡 与 T 作 内积
,

再根据(8 )式可得
:

(凡
·

T ) 一 O

从而得
:p .上T 由此推出

u土T 声土T
,

。土T
。

这说明像偏转极值轴向亦在以特征方向

的平面内
。

( 1 6 )

( 1 7 )

T 为法线

4 结 论

(1) 特征方向 T 和极大值平面内的任意方向为棱镜仅有的两个大角度方向
.
棱镜绕 T 任

意转动时像不转动
,

绕 T
.
转动

a
角像转 2a 角

。

( 2 ) R 一士 E 的棱镜空间任一方向都为特征方向
.
除此而外的棱镜仅有唯一的特征方向

.

(3) 只有作用矩阵同时存在 又二 士1 特征值的棱镜才有最大值轴向 T
, 。

特征值的单根对应

T ,

重根对应 T
. ,

且垂直于特征方向平面内的任意方向都为最大值轴向
。

( 4) 棱镜所成的像绕空间任意方向 G 转动存在极值
,

该极值所对应的方向为极值轴向
,

极

值轴向亦在 T 为法线的平面内
,

且当此棱镜存在最大值轴向时
,

对应的像偏转极值亦取最大

值 Z
a
角

。

棱镜的各种征转征转轴空间位置关系见下图
,

即
,

p
M ,

T
M

, u , u ,

。都在 M 面内
,

T 为 M 法

线
。

e 扣廿自盯e

加Co幻。0 5
v目朋

m 祠知m , 碑母

P lan
e

,

it

踌 词
Ue

Pl ane
场rh en 完= 士1

.

(5) 棱镜转轴不在 M 面内时像的转动量都小于 M 面内转轴的情况
。

( 6) 棱镜像运动的一般情况可由下式计算
a. 通式

:

通. ‘ ~ s 刀s 一 ,
A 一 s (p

, a
) s

[
p

, ,

一 (一 l)
‘
a

〕

b
.
微量转动

:

u ‘
=

a

[
p 一 (一 l)

‘

p

,

〕
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= a〔E 一 (一 l)
‘

R 〕p

卜
Mcos
今]

1巧
M co s

廿}LP.“c o s 甲.口
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(7) 棱镜用于会聚光路中时
,

只须将像坐标原点位移加入到前面的结果 中即可
。
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